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1) (1w, v) = o(u, V)T + P (u, v)7+ x(u, v)k. (u,v) € A,

5 7, #£0, rre je & MEPJBMBA 3aTBOPena obnact, Gpyukmmje o, 1.
mpepenmjabuiEe Ha A, a S je OrPaHNYEHA AEO-TIO-ICO FAaTKOM kpusoM. [Iperno-
~raBAMO Ja jé Ha S 3a/aTa HENPEKNIHA PeasHa bynkmmja f(x,y, z).

YounmO MpOM3BOBHY momeny T' = {A; |i=1, ... , p} obnactu A. Tlogena
7 paAyKyJe mOoAemy I =415 = p} Ha moBpmu S. Y cBakou neny S;
ronene 1 m3abepuMo Tayky M;(x;, s, 2i), IpK YeMy je z; = (i, v3), ¥i = Ylug, v;),
2 = x(ui, v;) 38 HEKO (u;,v;) € R v=41 . 9

[TocmaTpajmMo 36up

~

X CY HENpPeKuIHO

p
(2) Zf(xwyz;zz) /J’Sz

=1
hOHAYHM JIUMEC MHTerpasHor 36upa (2) kag max 6S; — 0 (ca §.S5; o3Hauen je muja-

li<p
MeTap CKyma S;) Ha3uBa Ce NOBPHIMHCKMAM MHTETPAJOM IOPBE BPCTE (yHKImM|e
f(z,y,z) mo moBpmm S u o3HauaBa ce ca

// filz,u, 2y dS.
S
CtaAB 6.4.1

Heka je S C R° rnarka mospm, f, g: S — R u uaTerpamm ffs f(z,y,2)dS =
ffs g(z,y, z)dS mocroje. Tana Baxn

1 ffs(af(xvya Z) - ﬂg(xaya Z))dS % affs f(IE,y,Z) dS -+ /Bffs g(:l:,y, Z) dS..
o, PeR.

2° ffs f(z,y,2)dS = ff51 f(z,y,2)dS + ff52 f(z,y,2)dS axo je S = $, U S,
¥ noBpmM S; M So HEMA]y 3ajeJHMUYKUX YVHYTPAIIBUX Tadaka.

3° Axo je f(z,y,2) < 9(2,9,2), (%,9,2) € S, onna je [[, f(z,y,2)dS <
ffs g(xayv z) das. -
4° Ako

A z) oo vt e q]y i a Ha S , OHZA HOCT‘OjH Tavdka -ﬁ(&s 1, C) 5
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¥)), |1+ % e dxdy .

dx dy

poka IZracunavanje povrsinskog integrala svodi na
Kog integrala kada je povrs S zadata jednacinom z=z(x.v).
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voHu O
Jobnjenn npenpraBameM HeHe IpBe, Apyre, oMHOCHO Tpehe kosoHe. la MaTtpuny i
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YCTBapH, TpaHCTIOHOBaHa MaTpuna JakoOujeBe MATpHIE NPECIUKABAKA T° = 5, 0 )8

LY

YCJIOB T, X 7, | ' %
VCIO0B 7y X 7y # 0 3HAaYM ma je IpeTmoCTaBIBEHO na je oHa paHra 2. IIpewma TOME.
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=

koordinate x =pcos®, y=psinQ dobijamo da je

g 0COos @+ psin@+/1—p°

I = J({(PJP“““—“““\ﬁ“:pl———%Ip:
)ji(costpﬂl-sin P)dP lj p- =dp + 3j.d(pljp(lp =

koriste se sferne koordinate)

: : : : T .
olasi: x=cos@siny, y=sin@siny, z=CosVY, 0<o<2m, 0Ssys—. Kako je

e

I = sin” vV, = 1 =0, toje Ay = e s FZ (Z(P(l\ll — qin W(I(P(]\V odnosno
J-J.(x Y aad = H( cOS (psin Y + sin @SN Y + €OS W) sin Yd @d =

I

Id(p jcos @sin  + sin @sin Y + cos ) sin ydy =T
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Nadalje ¢éemo smatrati da je S orijentisana povrs (na kojoj je ve< 1za
strana) koju ogranicava kontura G (nema tacaka samopresijecanja). Za povrs
kaZemo da ima pozitivnu orijentaciju, ako pri obilasku po konturt G povrs ostal

-'-.-“ “#rL

lijeve strane u odnosu na tacku oko koje se vrsi obilazak. Suprotan pravac smat
negativinim.

Sada éemo navesti definiciju povrSinskog integrala druge vrste.
Neka je zadata orijentisana povr$ S:z= f(x,y). Neka e Rix.y.7
definisana na povrsi S. Ako vektori normale na povrs 5 grade oStre uglove s
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integralna suma za funkcyu R(M ) po povrsi S. .; _
dijametar u podjeli aS,. a§,. ..... ad,.

Definicija 2. Ako postoji konacna gI niéna

od toga kako je oblast § razbijena na diclove S, i 0d

.i-_. - 3 i |
-ﬁE-:_-. [ -'??u;_"_l' : :""H" & " . b |

. o A
v- Neka je R(x. y,2) neprekidns

MozZe se dokazatj da je

'll -.'_'

- [ -
. B N

¥ .-I ] l.+ 'l LR -

R(x, y.2)dxdy = [[R
ff 2.7 Z y (x, y? Z(x, y ))dde : ﬂ |
R @ .
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a shican nacin se dokazuje da je
: .[ P(x, v, 2)dyds = .[ Px(y. 2), y. 2)dydz
. @

l
J. Q(x, y,2)dxdz = J.Q(-ﬂ\: y(x, z2), 2)dxdz
33 o,

gdje su ¢, 1 0, redom, projekceije povrsi § na koordinatne ravni Oyz i Oxz.

Primjer 8. [zracunati H.rcl_:\#dz + vdxdz + zdxdy , gdje je S gornja strana ravni
\

x+z-1=0 odsjecena ravnima y=0, y=4 u [ oktantu.

.

definiciji  imamo da je “xdydz: + ydxdz + zdxdy = ”.x( y, 2)dydz +
\

O,

L

,, redom, projekcije povrsi S na koordinatne

rSinskih integrala prve i druge vrste. Oznadimo sa
la orijentisane povr§i S sa koordinatnim

--------
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zamjenu potrebno je naéi kosinuse pravca normale na povr§ S, Kaka
2 2 2 | : R Bvash '

COS™ O + COS B+cos Y=1, to je potrebno naci jedini¢ni vektor n, normale

povris §. Ako je povr§ S zadata jednadinom z= f(x,y), tada je

af(x'l' ,v) af(xv _y) | v ; v v X
e el L nonmalan na poves 8. AKo je povrs S zadata jednag

Jl = .
ax av tl\.ll\{)m

(P(x,)/,z) =(), tada je vektor n= IP(X, ¥, 2) 1 dp(x, y,z) , oP(x, v, 2)
' 0x dy 07

povrs S u tacki (x,y,z). U zavisnosti kako je orijentisana povr S moZe se. ako e to

normalan

el

potrebno, umjesto n uzeti vektor —n. Jedini¢ni vektor n, vektora n je vektor

VR I . Sypmos ; sty *
Py = I—’;—_—;-I- Sli¢no prethodnom, Jediniéni vektor n, vektora —n je vektor Ry = ----g-.
g

Primjer 9. Izracunati Cj:_f Sxdydz + 2 ydxdz — 4 zdxdy , ako je S piramida
S

ograni¢ena ravnima x + Y4z

. + =1, x=0, y=0, z=0, u pravcu spoljne normale.
Povrs § razbijmo na 4 povrs;:

s (strana piramide u ravni Oxvy), ;z: =(0,0,-1) LS, ,

D, o (strana piramide u ravni Oxz), n, = (0,—1.0) L Jos

(strana piramide u ravni Oyz), ;i; = (= AN LaS

......
o

- Kako je povrsinski inteeral S1.5 jednak | Sinskih

T e e st SO g POVISI b jednakK sumi pOVrSIHSklh Integrala Sima S
o HILCE PO povrsima »,.
- 2. V3 1 O4 (SLO SIMDOIICKI MOzZemo zaplsatl kao = + '
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